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5.3 Hesse-Test und Klassifikation kritischer Punkte

Satz 5.5 (HESSE-TEST)
Sei U C R? offen und f € C3(U), und sei (zg,yo) € U ein kritischer Punkt resp. V f(zo,y0) = 0.
Sei H f(z,,y) die Hesse-Matrix (siehe Definition 4.26) von f im Punkt (2o, yo)-

(1) Wenn H f(z, 4) Positiv definit ist, dann hat f ein striktes lokales Minimum bei (o, )-
(2) Wenn H f(5, ) negativ definit ist, dann hat f ein striktes lokales Maximum bei (zo, 0)-

(3) Wenn H f(z, ) indefinit und nicht ausgeartet ist, dann hat f kein lokales Extremum bei
(20,0)- In diesem Fall wird (zo, yo) als Sattelpunkt bezeichnet.
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5.2 Definitheit von Matrizen

Definition 5.3 (DEFINITHEIT EINER SYMMETRISCHEN MATRIX)
Eine symmetrische Matrix A € R"*" heisst:

(1) Positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind.
(2) Negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ sind.

(3) Indefinit, wenn mindestens ein Eigenwert positiv und mindestens ein Eigenwert negativ
ist.

(4) Ausgeartet, wenn null ein Eigenwert ist.
Bemerkung 5.4

Merke, dass wir im folgenden Teil nur die Hesse-Matrix betrachten und diese nach dem Satz von
Schwarz immer symmetrisch ist.
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Beispiel 5.7
Wir betrachten die drei unten abgebildeten Funktionen.

filz,y) =2 +42 fo(z,y) =2 — o2 fa(z,y) = —a® —y?

Wir merken, dass fiir alle drei Fille 2y = (0,0) ein kritischer Punkt ist. Wir mdchten die Art dieses
kritischen Punktes nun mit dem Hesse-Test analysieren. Die entsprechenden Hesse-Matrizen fiir die
drei Funktionen sind
20 2 0 -2 0
Hfi = [0 2]7 Hfs = [0 72], und Hfs;= [0 72]-

Wir konnen die Eigenwerte der Diagonalmatrizen direkt ablesen und sehen, dass H f; positiv definit
und H f3 negativ definit sind. Damit haben wir im ersten Fall ein Minimum und im zweiten Fall ein
Maximum. Der erste Hauptminor ist positiv, aber der zweite negativ. Damit ist ist sie indefinit und
nicht ausgeartet und f» hat der bei Null einen Sattelpunkt.

Aufgabe [2024 S| Gegeben ist die Funktion f: R? — R,
f@,y) =" +zy.
‘Welche der folgenden Aussagen iiber diese Funktion ist korrekt?
(a) Die gegebene Funktion besitzt genau einen Sattelpunkt.
(b) Die gegebene Funktion besitzt genau ein lokales Maximum.

(c) Die gegebene Funktion besitzt genau ein lokales Minimum.

(d) Die gegebene Funktion besitzt mehrere kritische Punkte.
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16. 6 Punkte

Wir betrachten eine Bakteri ion in einer runden, kreisformigen Petrischale vom
Durchmesser 5cm.

Die Bakteriendichte sei durch die folgende Funktion beschrieben (in tausend Bakterien pro
cm?)

p(z,y) = exp(—a® — y?) ==V

Das Koordinatensystem, in welchem wir arbeiten, sei so gelegt, dass der Ursprung dieses
Koordinatensystems mit dem Zentrum der betrachteten Petrischale iibereinstimmt.

b) 2 Punkte
Stellen Sie sich vor, dass Sie den Punkt (1, 0) in der Petrischale betrachten. In welcher
Richtung muss man sich bewegen, um keine Zunahme zu beobachten?

¢) 2 Punkte
‘Wir betrachten nun die leicht modifizierte Dichtefunktion
8(z,y) = ezp(—alz =1 = (y - d)?) = e 070"
Wie miissen die Parameter a und d gewéihlt werden, damit
i) die Funktion 6(z,y) an der Stelle (xo,) = (1,1) ihr Maximum annimmt und

ii) die Funktion an der Stelle (z*,y*) = (5,0) den Wert e~* annimmt, dass also
gilt 6(5,0) = e9?
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12. Gegeben ist die folgende Funktion in zwei Variablen
f(@,y) =In(*) +zy* -3y (z#0),

welche wir insbesondere an der Stelle (1,1) betrachten.
In welcher der folgenden Richtungen betriigt die momentane Veréinderungsrate gerade 17

(a) In Richtung (:z)
N 1

(b) In Richtung (0)

(¢) In Richtung (

(@) In Richtung (1’)






